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3. Solution cinématique directe; Méthode 

de Denavit et Hartenberg
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5. Jacobien
6. Modèle dynamique
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2. Rotation et translation de repères
2.1.Description par vecteurs et matrices 3D
2.2. Analogie graphique
2.3. Coordonnées angulaires

Angles d'Euler
Angles 0, A, T et r,y,p
Quaternions

2.4. Coordonnées homogènes
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Matrices de transformation
Matrice du bras
Inversion de matrice
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Rotation et translation de repères (2 de 2)
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Rotation et translation de repères (2 de 2)

Exercice: faire le graphe des repères et transformations 
pour le cas de la page précédente (4 repères et rotations 

selon les axes de base, x,y,z.)
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Rotation et translation de repères (2 de 2)
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Rotation et translation de repères (2 de 2)
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2.2. Analogie graphique (1 de 5)
• Repères: points
• Transformation: flèche
• Inverse : … inverse
• Suite de flèches:

produit matriciel
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2.2. Analogie graphique (2 de 5)
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2.2. Analogie graphique (2b de 3)
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M = C • R • C-1

2.2. Analogie graphique (3 de 5)

Si une opération est simple dans un repère « r » 
(c’est-à-dire que l’opération est définie par 
rapport à l’un des axes x, y ou z de r), il faut:
• y aller avec une transformation , C,
• y faire l’opération simple, R,
• en revenir avec l’inverse de C, C-1
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M = C • R • C-1

2.2. Analogie graphique (3b de 5)

Si une opération est simple dans un repère « r » 
(c’est-à-dire que l’opération est définie par 
rapport à l’un des axes x, y ou z de r), il faut:
• y aller avec une transformation , C,
• y faire l’opération simple, R,
• en revenir avec l’inverse de C, C-1
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Déplacement dans l’axe de l’outil, 

ztool, de 100 mm (de la position A à 

B):

100,z
B
A TT =

?CAT

2.2. Analogie graphique (4 de 5)
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Syntaxe de l’opérateur de combinaison de 

transformations, càd de produit matriciel: 
ici, « » ; Val, V+, Kuka: « : »; Val-3 : « * ».×
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( ) 11
100,

1 --- ××= HereTHereT z
C
A

Déplacement en vertical de 100 mm , 
selon zbase (de la position A à C): la 
transformation n’est pas simple ; il 
vaut mieux aller dans le repère de 
base faire la translation .

?CAT

2.2. Analogie graphique (4b de 5)

M = C • R • C-1

base’ base’
1

100,
-××= TTTT z

C
A

Syntaxe de l’opérateur d’inversion de 
transformations, càd d’inversion de matrice: 

ici, « …-1» ; Val, V+: « inverse(…) »; Val-3 : « ! ».
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Déplacement dans l’axe de l’outil, 
ztool, de 100 mm (de la position A à 
B):
Do Move Here : Trans(0,0,100,0,0,0);

Déplacement en vertical de 100 mm , 
selon zbase (de la position A à C):  la 
transformation n’est pas simple ; il 
vaut mieux aller dans le repère de 
base faire la translation .

Do Move Here :inverse(Here) :

Trans(0,0,100,0,0,0) :

inverse(inverse(Here));

2.2. Analogie graphique (5 de 5)

?CAT
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2.2. Analogie graphique (5b de 5)

Fonctions disponibles pour évaluer ce type d'équation 
matricielle dans des langages de robot:

Matrice inverse Produit matriciel
Stäubli/V+:  set tinv=inverse(t) t3=t1:t2
Stäubli/Val3: tinv= ! t t3=t1*t2
ABB/Rapid: tinv:=PoseInv(t) t3:=PoseMult(t1, t2)
Piaget: tinv=MatriceInverse(t) MultMatrices(t1,t2,t3)
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2.2. Analogie graphique (5c de 5)
Fonctions accessoires éventuellement utiles, en langage pour robot 
Stäubli/Val3 (cf. notions "parasites" liées aux points, repères, outils…).
Apprentissage d'un point (Teaching): pMonPoint=here(tOutil,world)
Demande de mouvement:

movej(pMonPoint, tflange, mNomSpeed)
Définition d'un point à l'origine de World: pNull=pMonPoint, puis

trNull={0,0,0,0,0,0},   puis pNull.trsf=trNull
Extraction de la partie géométrique ("transformation") d'un "point":   

trMaTransformation=position(pMonPoint,fWorld) 
Création d'un point à partir d'une transformation

pMonPoint=pNull, puis pMonPoint.trsf=trMaTransformation
Création d'un repère ("frame"):

nErreur=SetFrame(pOrigine, pAxeX, pPlanYX, fPalette)
Mouvement simple, relatif, à interpréter dans un repère quelconque, à 
définir:

pMonNouveauPoint=compose(pMonPoint, fMonRepereOuSimple, trMaTransformationSimple)
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2. Rotation et translation de repères
2.1.Description par vecteurs et matrices 3D
2.2. Analogie graphique
2.3. Coordonnées angulaires

Roulis, tangage, lacet
Angles d'Euler
Quaternions

2.4. Coordonnées homogènes
Principe
Coordonnées homogènes
Matrices de transformation
Matrice du bras
Inversion de matrice
Exemple: Prise d'un cube perçu visuellement

2.5. Changements de coordonnées
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Rotations XYZ – roulis, tangage, lacet
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Angles d'Euler (ZYZ)  1 de 4

HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 22 nov. 2009 28

Angles d'Euler (ZYZ)  
2 de 4
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Fig. 2.2.3 Rotations simples dans le repère fixe

Angles d'Euler (ZYZ)  
3 de 4
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Angles d'Euler (ZYZ)  
4 de 4
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Quaternions
Principe:
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2. Rotation et translation de repères
2.1.Description par vecteurs et matrices 3D
2.2. Analogie graphique
2.3. Coordonnées angulaires

Angles d'Euler
Angles 0, A, T et r,y,p
Quaternions

2.4. Coordonnées homogènes
Principe
Matrice de transformation
Matrice du bras
Inversion de matrice
Exemple: Prise d'un cube perçu visuellement

2.5. Changements de coordonnées
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Coordonnées homogènes (1 de 6) 
Matrice en  4 parties, yc. pour translation et rotation

Orientation: 3x3 Position: 1x3

(Effet de perspective: 3x1)
Ici:    0     0     0       

(Agrandissement: 1x1)
Ici:   1

HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 22 nov. 2009 34

Coordonnées homogènes (2 de 6)
Matrice type translation ou rotation
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Coordonnées homogènes (3 de 6)
Matrice du bras
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Coordonnées homogènes (4 de 6) 
Inversion de matrice
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Coordonnées homogènes (5 de 6) 
Exemple

•
•

•

cube
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Problème:
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Coordonnées homogènes (6 de 6) 
Exemple

•
•

•

cube

base

caméra

Problème: ?=cube
baseT

T

Solution:

( ) cube
caméra

base
caméra

cube
base TTT •=

-1

TT cube
base =
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2. Rotation et translation de repères
2.1.Description par vecteurs et matrices 3D
2.2. Analogie graphique
2.3. Coordonnées angulaires

Angles d'Euler
Angles 0, A, T et r,y,p
Quaternions

2.4. Coordonnées homogènes
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Coordonnées homogènes
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Matrice du bras
Inversion de matrice
Exemple: Prise d'un cube perçu visuellement

2.5. Changements de coordonnées
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2.5. Changements de coordonnées (1 de 3)

Solutions standards:

Translations, X,Y,Z <-> vecteur  1x3 ou
matrice d transformation 4x4

Angles d’Euler <-> Matrice(s) de rotation 3x3 ou 4x4

Quaternions <-> Matrice(s) de rotation 3x3 ou 4x4
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2.5. Changements de coordonnées (2 de 3)
Exemples

Angles d’Euler à matrice 3x3:

Matrice 4x4: à angles d’Euler:
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R(j,q,y) = Rj ,z •Rq ,y •Ry ,z
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Conversion de quaternions (principe)

v!

Le code de conversion, et les fonctions, angles d'Euler <-> quaternions,
pour les robots ABB, sont disponibles dans la documentation de la
manipulation 28 - ABB, au laboratoire et sur notre serveur.
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!v,δ→ !q
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2 + q2

2 + q3
2 cos(δ / 2) = q4

δ = 2 ⋅arctg sinδ / 2
cosδ / 2
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2.5. Changements de coordonnées (3 de 3)
Exemples
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1. Introduction
2. Rotation et translation de repères
3. Solution cinématique directe; Méthode 

de Denavit et Hartenberg
4. Problème cinématique inverse
5. Jacobien
6. Modèle dynamique

CINEMATIQUE D'UN BRAS MANIPULATEUR
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3. Solution cinématique directe; Méthode de 
Denavit et Hartenberg

3.1. Introduction
3.2. Marche à suivre pour obtenir la "matrice 

du bras" d'un robot
3.3. Définition des référentiels
3.4. Paramètres et matrice d'articulation
3.5.  Matrice du bras
3.6. Exemple: Cas du Puma 560
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Intro D-H
• Contexte: exprimer la position de l'extrémité mobile d'un 

bras (en général, le préhenseur) par rapport à son extrémité 
fixe (la base du robot)

• Données requises: paramètres géométriques des éléments 
du bras (longueur éléments, angles de rotation des 
articulations...). 

• Solution cinématique directe: permet de passer des 
paramètres géométriques du bras (en particulier, des 
variables articulaires) à des coordonnées spatiales 
génériques (typiquement: x, y, z, q , j, et y). 

• Indifféremment: coordonnées spatiales, ou matrice de 
transformation correspondante (matrice du bras). 

• Méthode D-H: un peu fastidieuse de par le nombre 
d'opérations qu'elle requiert. Mais donne toujours une 
solution, si un bras où une chaîne cinématique sans boucle 
(en particulier: pas de parallélogrammes).

HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 3 nov. 2010 46

Intro D-H
• Quel est l’état (position et orientation=pose) du robot?
• 2 vues: 

• Caractéristiques propres (artic., géom.; à gauche ci-dessous);
• Repères et transformation (à droite ci-dessous).

• La méthode de Denavit-Hartenberg est extrêmement importante, 
tant pour les systèmes réels qu’en virtuel, pour obtenir la solution 
cinématique directe dans le cas d’architecture séquentielle (non 
parallèle).

main

base

main

base

D-H

direct

inverse

X, Y, Z, Rz, Ry, Rz
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Doc. Kuka
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3. Solution cinématique directe; Méthode de 
Denavit et Hartenberg

3.1. Introduction
3.2. Marche à suivre pour obtenir la "matrice 

du bras" d'un robot
3.3. Définition des référentiels
3.4. Paramètres et matrice d'articulation
3.5.  Matrice du bras
3.6. Exemple: Cas du Puma 560
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3. Solution cinématique directe; Méthode de 
Denavit et Hartenberg

3.1. Introduction
3.2. Marche à suivre pour obtenir la "matrice 

du bras" d'un robot
3.3. Définition des référentiels
3.4. Paramètres et matrice d'articulation
3.5.  Matrice du bras
3.6. Exemple: Cas du Puma 560
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3. Solution cinématique directe; Méthode de 
Denavit et Hartenberg

3.1. Introduction
3.2. Marche à suivre pour obtenir la "matrice 

du bras" d'un robot
3.3. Définition des référentiels
3.4. Paramètres et matrice d'articulation
3.5.  Matrice du bras
3.6. Exemple: Cas du Puma 560
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3. Solution cinématique directe; Méthode de 
Denavit et Hartenberg

3.1. Introduction
3.2. Marche à suivre pour obtenir la "matrice 

du bras" d'un robot
3.3. Définition des référentiels
3.4. Paramètres et matrice d'articulation
3.5. Matrice du bras
3.6. Exemple: Cas du Puma 560
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3. Solution cinématique directe; Méthode de 
Denavit et Hartenberg

3.1. Introduction
3.2. Marche à suivre pour obtenir la "matrice 

du bras" d'un robot
3.3. Définition des référentiels
3.4. Paramètres et matrice d'articulation
3.5.  Matrice du bras
3.6. Exemple: Cas du Puma 560
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Exemple 1 de 4

HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 22 nov. 2009 72

Exemple 2 de 4
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Exemple 3 de 4
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Exemple 4 de 4
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Exemple 4 de 4
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Cas des robots mobiles et 
méthode d'Amiguet 

• Principe de la méthode d’Amiguet
• Passage des coordonnées roues aux coordonnées 

intermédiaires linéaire ou rotatives 
•Déplacement linéaire
•Déplacement rotatif, sur place

• Passage des coordonnées intermédiaires aux 
coordonnées spatiales
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Cas des robots mobiles
• Principe de la méthode d’Amiguet

qg
qd

qz
dx
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Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées roues aux coordonnées 

intermédiaires linéaire ou rotatives 
• Déplacement linéaire
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Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées roues aux 

coordonnées intermédiaires linéaire ou 
rotatives 

• déplacement rotatif, sur place
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Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées intermédiaires aux 

coordonnées spatiales
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Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées intermédiaires aux 

coordonnées spatiales

Xr

X
Z

Y

2 3

4 = préhenseur

x0

x1

z1

y0

x3

x2

x1 // x2

1

HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 22 nov. 2009 82

Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées intermédiaires aux 

coordonnées spatiales

Xr

X
Z

Y
Xr’ 4 = préhenseur

x0
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z0 = - y1
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y0

z3

x3

y2

x2

z2=-y3

x1 // x2
1
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Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées intermédiaires aux 

coordonnées spatiales
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Cas des robots mobiles
• Passage des coordonnées intermédiaires aux 

coordonnées spatiales
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1. Introduction
2. Rotation et translation de repères
3. Solution cinématique directe; Méthode 

de Denavit et Hartenberg
4. Problème cinématique inverse
5. Jacobien
6. Modèle dynamique

CINEMATIQUE D'UN BRAS MANIPULATEUR
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Problème cinématique inverse
• Quel est l’état (position et orientation=pose) du robot?
• 2 vues: 

• Caractéristiques propres (variables articulaires, paramètres 
géométriques; à gauche ci-dessous);

• Repères et transformation (à droite ci-dessous).

main

base

main

base

D-H

direct

inverse

X, Y, Z, Rz, Ry, Rz

 

T0
n =

nx gx ax px
ny gy ay py
nz gz az pz
0 0 0 1
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Doc. Kuka
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4. Problème cinématique inverse
4.1. Introduction

Solution analytique
Solution géométrique (approche intuitive)

4.2. Solution cinématique inverse pour les trois   
premiers d.d.l.; positionnement du poignet

Robot cylindrique
Robot cartésien
Robot sphérique
Robot articulé
Remarques

4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ; 
orientation du préhenseur
4.4. Solution inverse pour les angles d'Euler 
4.5. Exemple: Solution inverse pour PUMA 560
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HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 10 févr. 2014 90

Préférer l'arc tangente, sur 4 quadrants, (à l’arc sin ou à 
l’arc cos).

Arc tg4 (-0.7/-0.7)= 225°

Utiliser le théorème du cosinus (dans les triangles)

(Préférer la compatibilité avec des paramètres D-H)

Remarques
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4. Problème cinématique inverse
4.1. Introduction

Solution analytique
Solution géométrique (approche intuitive)

4.2. Solution cinématique inverse pour les trois   
premiers d.d.l.; positionnement du poignet

Robot cylindrique
Robot cartésien
Robot sphérique
Robot articulé
Remarques

4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ; 
orientation du préhenseur
4.4. Solution inverse pour les angles d'Euler 
4.5. Exemple: Solution inverse pour PUMA 560
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1 de 2 θ3
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2 de 2
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4. Problème cinématique inverse
4.1. Introduction

Solution analytique
Solution géométrique (approche intuitive)

4.2. Solution cinématique inverse pour les trois   
premiers d.d.l.; positionnement du poignet

Robot cylindrique
Robot cartésien
Robot sphérique
Robot articulé
Remarques

4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ;
orientation du préhenseur

4.4. Solution inverse pour les angles d'Euler 
4.5. Exemple: Solution inverse pour PUMA 560
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4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ; 
orientation du préhenseur
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4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ; 
orientation du préhenseur

4q
x3

y3

z3

3

3
44

x

y

p
p

arctg=q

5q

x3

z3

px3

py3

pz3
y3

4q
y3

x3

z3

1. Positions originale (noire) et 
plus simple à analyser (bleue)

2. Position bleue, même vue

3. Position bleue, en vue 
traditionelle

p! p
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4. Problème cinématique inverse
4.1. Introduction

Solution analytique
Solution géométrique (approche intuitive)

4.2. Solution cinématique inverse pour les trois   
premiers d.d.l.; positionnement du poignet

Robot cylindrique
Robot cartésien
Robot sphérique
Robot articulé
Remarques

4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ; 
orientation du préhenseur
4.4. Solution inverse pour les angles d'Euler 
4.5. Exemple: Solution inverse pour PUMA 560
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• Il existe au choix deux solutions, séparées de 180 degrés.
• Si les deux arguments de l’arctg sont nuls, on fixera 

arbitrairement q à zéro, car il y a dégénerescence, et la 
rotation peut être assurée par y.

• L’angle q ainsi trouvé intervient ensuite dans la solution pour 
les autres angles.
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4. Problème cinématique inverse
4.1. Introduction

Solution analytique
Solution géométrique (approche intuitive)

4.2. Solution cinématique inverse pour les trois   
premiers d.d.l.; positionnement du poignet

Robot cylindrique
Robot cartésien
Robot sphérique
Robot articulé
Remarques

4.3. Solution inverse pour les derniers d.d.l. ; 
orientation du préhenseur
4.4. Solution inverse pour les angles d'Euler 
4.5. Exemple: Solution inverse pour PUMA 560
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Cas des robots mobiles à 2 roues
• Passage des coordonnées spatiales (notamment: de la 

matrice du bras) aux coordonnées intermédiaires 
(problème/solution cinématique inverse) 

• Cas de la méthode d’Amiguet
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Cas des robots mobiles à 2 roues
• Prise en compte d’un angle auxiliaire, a; dans l’exemple 

ci-dessous, les données angulaires sont les suivantes: 
a0=125 degrés et a1=80 degrés

Xr

0

Ytable [cm]
Xr’

125°
y0

180

130 x0

80°

q3

d2
q1

a

a

40 180

HESSO.HEIG-VD, J.-D. Dessimoz, 22 nov. 2009 112

Cas des robots mobiles à 2 roues
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Cas des robots mobiles à 2 roues
• Passage des coordonnées intermédiaires aux 

coordonnées articulaires (cinématique inverse)
• La solution inverse pour le déplacement linéaire est  

simplement la suivante:

1qq =z 3qq =z

R
E z

d ×
×

=
2
qq

• La solution inverse pour les déplacements rotatifs est
la suivante :

où E est la distance entre les roues

dg qq -=

2ddx = R
dx

gd =qq ,

qg
qd

qz

dx

où R est le rayon des roues

puis

et enfin:
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y= sin(x)
y=mx (+h)

x

y
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Problèmes
- complexité des équations
- temps de calcul
- erreurs dues aux influences externes au 

modèle, telles que forces de frottement, jeux, 
et forces liées à la charge manipulée. 


